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ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ  
КОЛЕБАНИЙ НЕСУЩИХ УЗЛОВ МАШИН 
 
Работа посвящена решению актуальной научно-технической проблемы – анализу пространствен-
ных колебаний несущих узлов машин различного назначения. 
 
Роботу присвячено рішенню актуальної науково-технічної проблеми – аналізу просторових ко-
ливань несущих вузлів машин різного призначення. 
 
Thiz work is devoted to resolve important scientific and technological problems-analysis of spatial vi-
brations bearing units of machines for different purposes. 
 
Анализ литературы. Наука располагает огромным количеством работ, 
посвященных исследовании динамики машин, В настоящее время при иссле-
довании динамики машин, широко применяются в основном приближенные 
методы, сходящие расчеты сложных пространственных систем к расчетам 
дискретных плоских динамических моделей [1-5]. Такие упрощения, естест-
венно, облегчают динамический расчет машин, но однако этот расчет не мо-
жет претендовать на скрытие столь сложных пространственных колебаний во 
всех направлениях движения их отдельных узлов. Тем более, что исследова-
ние динамики системы в пространстве, в отличие от движения её на плоско-
сти, требует построения нелинейных дифференциальных уравнений, содер-
жащих различные нелинейные связи между кинематическими, динамически-
ми и другими параметрами.  
 
Цель данной статьи. Состоит в составлении пространственной динами-
ческой модели несущих узлов машин, каковыми эти машины по существу и 
являются, и выводе нелинейных дифференциальных уравнений, дающих воз-
можность получить взаимосвязь их перемещений, скоростей и ускорений с 
основными характеристиками машин. 
 
Основной текст. Каждая машина, например металлорежущий станок, 
имеет сложную конструктивную форму и состоит из нескольких несущих уз-
лов – стола, суппорта, станины, бабки, каретки, ползуна, поперечины и т.д. 
Эти узлы представляют собой тяжелые трехмерные твердые тела и соверша-
ют пространственные движения при колебаниях станка. 
Рассматриваемая обобщенная пространственная динамическая модель 
несущих узлов машин состоит из двух подвижных твердых тел, связанных 
между собой и с неподвижными основанием упругими элементами – услов-
ными пружинами (рисунок 1). Под твердым телом здесь понимается такой 
узел машин, при котором не изменяются расстояния между любыми двумя 
точками во все время его движения. 
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Рисунок 1 – Пространственная динамическая модель несущих узлов машин 
 
Математическое описание пространственных колебаний несущих 
узлов машин. Для определения положения твердых тел (рисунок 2) в про-
странстве выбираем неподвижную систему координат 0xyz, общую для обоих 
тел, и две подвижные системы координат 22221111 0,0 uu ηξηξ , жестко связан-
ные с центрами тяжести тел – 01, 02 и движущиеся с ними.   
 
 
Рисунок 2 – Пространственная координатная система 
 
Предположим что твердые тела с массами m и М, когда находятся в по-
ложении равновесия, оси подвижных систем координат 22221111 0,0 uu ηξηξ , 
соответственно параллельны осям неподвижной системы координат 0xyz. В 
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начальном положении, когда t=0, точка 01 совпадает с точкой 0. начальные 
точки 01 и 02 подвижных систем координат во все время движения совпадают 
с центрами тяжести тел. 
Пусть в промежуток времени t координатные системы 22221111 0,0 uu ηξηξ  
занимают новые положения 11110 u′′′ηξ  и 22220 u′′′ηξ  (рисунок 2). Углы γβα ,,  и 
ψϕθ ,,  являются углами Эйлера, характеризующими вращательные движения 
соответственно первого и второго тел. 
Очевидно, заданное положение в пространстве, например, твердого тела 
I с массой m эквивалентно заданному положению координатной системы 
11110 uηξ . А для определения положения последнего необходимо знать шесть 
скалярных величин: координаты точки 01 – x,y,z и углы Эйлера – γβα ,, , ко-
торые являются в нашем случае обобщенными координатами I с массой m. За 
обобщенные координаты тела II с массой М будем принимать координаты 
точки 1112 ,,0 uηξ− и углы Эйлера – ψϕθ ,, . 
 
Кинетическая энергия рассматриваемой системы. 
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Потенциальная энергия системы. Потенциальная энергия системы 
равна: 
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Диссипативные функции системы. Для определения вязкого сопро-
тивления движениям тел I и II вводим диссипативную функцию как квадра-
тичную форму скоростей линейных и угловых перемещений этих тел. Если 
полагать, что силы сопротивления движению сосредоточены в точках присое-
динения упругих элементов соответствующих тел, то их диссипативные функ-
ции в координатной система 11110 uηξ  будет определяться соотношениями: 
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Уравнение Лагранжа II рода для рассматриваемого случая имеет вид  
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где ( )ψϕθηξγβα ,,,,,,,,,,, 111 uzyxqi  – обобщенные координаты; iqQ  – актив-
ные обобщенные силы, действующие на систему.  
Подставив в уравнение Лагранжа (8) выражения кинетической и потен-
циальной энергии (1)-(5) и диссипативной функции (6), (7), получим диффе-
ренциальные уравнения пространственных колебаний рассматриваемой сис-
темы [1]: 
 
( ) ( ) ×++−−+−+++
4
0
1111111
8
1
22
l
&&&&&&&&&&&&&&&& uuuMxMm βαηαηβαηβξ
( ) ;222 87117169871 xQHHxHzEyEEEExE =+−+++−−+× βαγβα &&&  
( ) ( )+−+−+−+++ 1111111 22 uuuMyMm &&&&&&&&&&&&&&& γξαγαξγαξη  
( ) ;2
8
1
92181612111024
0
yQHyHzExEEEaEyE =−++++−++ γγβ &&
l
  
( ) ( )++−−+−+++ 1111111 22 ηγξββξγηβξγη &&&&&&&&&&&&&&&& uMzMm  
( ) ;2
8
1
11103181715141334
0
zQmgHHzHyExEEEaEzE =++−++++−−+ γβγβ &&&
l  
( ) ( ) ( +−++++++−− IIIIIIIII JJJJJJuuyuzM
111211111111 ηξξξξξ γγηηη &
&&&&&&&&&&&
)( ) ( ) )( ×+++−++−+−+ IIIIIIIIIIIIIIIII JJJJJaJJJJ
221111112211 ηξηξηξηξηξηξ αβαββ
&&&&&&&
( ) ( ) ( )IIuIIuI uII JJJJ 22111111 222 ηηηηξ βαγβαγαγ +++−+−+× &&&&&&&&& ×
( ) ( )( ) ( )−−+−++++−+× αγβαγββα ξξξξη &&&&&&&&&&&&& IIuIIuIIuI uIIu JJJJaaJaa 112211111122
( ) ( ) ( )−+−+++−−−−− αϕϕϕθϕθψαψαψψθψθϕ ηξηξ &&&&&&&&&&&&&&&&&&& aJJJ IIIIIII 2222
( ) ( ) ( ) −++++++−−− θββαθθϕψϕψθ ηξ &&&&&&&&&&&&&&& IIuIIuIIuIuIIuIIu JaJJJaJJ 22112222
)( +−+++−+−− βγϕβψβ ηξ 21201512964
0
2
8
1
2222
EaEzEyExEEJJ IIu
II
u
l
&&&&  
( ) γβγγηξ QHzHyHHuaMg =−+−+−−+ &&&& 131196111 ; 
( ) ( ) ( ++−++++−+− IuIuIIIIIII JJJJJJuuzxuM 111211111111 ββξξξ ηηηη &&&&&&&&&&&&  
) )( )( ×−+−+−+−++ IIIIIIIIIIIIuIIu JJJJJJaJaJ 22111112 ηξηξηξγγαγ &&&&&&
 153
( ) ( )×−+−+−+++× IIIIIIIIIIIIu JJJJJJJa 2211111 ηξηξηξγαγαγ &&&&&&
( ) ( ) ( )( )−++++−−++× aJJJJJa IIIIIIII &&&&&&&&&&&&&& βαβγαγγαγ ηξηξηξηξ 2222111111
( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )+++−+−−−+++
+−+−+++++−
aaJaaJaaaJJJ
aJaJJJaJ
IIII
u
II
u
II
u
I
u
II
u
II
u
II
u
I
u
II
&&&&&&&&&&&&&
&&&&&&&&&&&&
ψψγγγγγ
γβγβγββγ
ξξξξξ
ηηηηηξ
211221111
1122111111
22
222
( ) ( ) ( )−++++−+−−−+ ϕθϕθψαϕαϕγθγθψθψθϕ ηεη &&&&&&&&&&&&&&&&&&&& IIIIuII JJJ 2222
( )−−−+− γψγψθθξ &&&&&&&& aaJ II u22 ( )+−−−− γϕγϕϕψϕψθη &&&&&&&&&&II uJ 22
)( +−−−−− ββ 21191411854
0
2
8
1
EaEzEyExEE
l
( ) βγββξη QHaHzHxHHuaMg =−−−++−−+ &&&&& 13121085111 ; 
( ) ( )( )
( ) )( ) ( )(
( )( ) ( ) ( )−−−++−+++−
−−−−+++−+
+−−++++−−
ϕψϕψθβγγαβ
γββγγβ
γβγβηξξηηξ
ξξξξ
ηηηη
&&&&&&&&&&&&&
&&&&&&&&&
&&&&&&&&&&&&&&
II
u
II
u
II
u
II
u
I
u
II
u
II
u
II
u
I
u
II
u
II
u
II
u
I
u
JaJJJJ
aJaJJJaJ
aJJJxyM
211221111
112211111
211111111
( ) ( )−−−++−++− θγϕψθψθθβϕθϕθψ ηξ &&&&&&&&&&&&&&&& IIuIIu JJ 2222  
)( ( )×+++−+−−+−− IIIIIIIIIIIIIII JJJJJJJJJ
221111221111 ηξηξηξηξηξηξ γβ &
&  
( ) ( )
)( γβ
ψγϕβϕγψβγβ ηξηξ
++−−+++
+−++−−×
20191310744
0
22
2
8
1
2222
EEzEyExEaE
JJJ IIIIII
l
&&&&&&&&&&&
( ) ;127411 αββηγξ QHxHaHMg =−−+++ &&&  
( ) ( ++−+−+−++ 114
0
11111 2
8
1
22 ξαηβηββξ EuauzyaxM
l
&&&&&&&&&&&&&&&&
( ) ;
2222
23
1212011470
6968164163162161
1601591158
2
49
2
46
2
43
136135134
2
132
2
1301129
1128
2
122117116987
ξϕθξβγϕψ
θψθϕψϕθψη
ϕηθηηψϕθ
ψξϕξθξηξ
ηξξηψϕθ
QHHHaMgE
EEuEuEuEE
EEuEEEE
EEEuEEuE
EEuEEEEE
=+−+−++
+++++++
+++++−+
++−++++
+++++−−+
&&&
 
( ) ( +++−+++++ 124
0
11111 2
8
1
22 ηαξγξγγη E
L
uauxazyM &&&&&&&&&&&&&&&&
++++++−−+ 1130
2
128
2
123118116121110 23 ξηξηξψϕθ EEEuEEEEE
 154
)
( ) ;
2222
12322115
737271167166165
1611601591158
2
50
2
47
2
44139138137
2
1331131
ηψθηγβ
ψϕθψθϕψϕθ
ψξϕξθξξψϕ
θψηϕηθηη
QHHHaMg
EEEuEuEuE
EEEuEEE
EEEEuEuE
=−++++
+++−+++
+++++++
+++−+++
&&&
+++++−++
+++++++−−
2
51
2
48
2
451421411401133
1132
2
131
2
129
2
1241181171514
222
23
ψϕθψϕθη
ξηξηξψϕ
EEEuEuEuEuE
uEEEuEEEEE
 
( ) ( −−+−+−+−++ θβξγηβξγηγβ 13134
0
11111 2
8
1
22 EuE
L
yxzuM &&&&&&&&&&&&&&&&
) ( )
;
2/1
12524116
2
2
2
767574167
1661651641631621158
uQHHuH
MgEEEE
EEEEEE
=+−+
+−−+−+++
+++++++
ψϕ
γβψϕθψθϕψη
ϕηθηψξϕξθξηξ
&&&
 
( ) ( )
( ) ( )−+−−+−−+++−
−+++++++
θγαγγβψθϕϕϕϕθϕθ
θβθϕαββγϕθϕθψ
ηξ
ηξ
&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&
&&&&&&&&&&&&&&&&
aJaaJ
JaJ
IIII
u
IIII
222
22
 
)( +−−−−+−−− γβγβϕγϕγϕψϕψθξ &&&&&&&&&&&&&&&& aJ IIu 2222
( ) ( +++−+−−++++ 1151121964
0
22
2
8
1
22
uEEEE
L
aJ IIu ηξψθθϕβϕβϕϕϕη &&&&&&&&&&
) ;
2222
23
128271251231977176
17517317217016911671164
11615756
2
55
2
53151150
149
2
141
2
39
2
36
2
272120
ψϕθηψϕθϕ
θϕηθηϕξθξηξ
ηξψϕψθϕθψψη
ϕξηξψϕθ
QHHuHHHEuE
uEEEEEuEuE
EEEEEuEE
EuEEEEEE
=−−+−++−
−+++++++
++−+++++
++++++−+
&&&&&
 
( ) ( ) ( )−+++−−−+−− ψαθψθγθψγγβψθψθϕ ξη &&&&&&&&&&&&&&&&&&&& IIuIIII JJaaJ 22
( ) ( )−+−−+−++++− θαψγψθθβαβαβγϕθψ ξηξ &&&&&&&&&&&&&&&&&& 222222 IIuII JJ  
( ) ( −−++−−+−− 1854
0
2
8
1
22
ξϕψβγβγβϕψθη EE
L
aJ IIu &
&&&&&&&&&&&  
+−−−−−−−− 146
2
141
2
135
2
26211914111 23 ϕξξϕψθη EuEEEEEuEE
+−++−++ 2575554
2
52148147 2222 ψϕψϕθθϕϕη EEEEuEE  
+−+++++ θηψξθξηξηξ 171170168116611631160 EEEuEuEE  
) ϕψθξϕψθψθψη QHHuHHHEuEuEE =−−−+++−++ 28261241211877176174173 &&&& ; 
( ) ( )( ) ( )−+++−+−−+ ϕγϕγϕψϕψγβγβαθ ξξ &&&&&&&&&&&&&&&& IIIIuIIIIu JJJJ 2222  
 155
( ) ( ++−−+−+++− ϕβψψψϕϕϕψβψβψϕψϕ ηξη &&&&&&&&&&&&&&&& 22222 IIII JJ
) (
( +−−−−−−−−+
+++++++−−−+
)22)
22
22
22
ψαψααγγψθβψθϕϕα
ϕααβαβγψϕθϕθψγψγϕβ
η
ξ
&&&&&&&&&&&&&&&&&&
&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&
aJ
J
II
u
II
u
( ++++−−+++ 213422520191131101744
0
32
8
1
ξθψϕηξθ EEEEuEEEE
L
++−+++++ θψθϕθθηθξη 5352145144143
2
140
2
137 22222 EEuEEEuEE  
−+++++++ ψξϕξηξηξψϕ 16916811651162159
2
56
2
54 EEuEuEEEE  
) +−+++++− 1201777175174172171 ξθψϕψϕψηϕη && HHEuEuEEE  
θψϕη QHHH =−−+ &&& 2726122 .                                                                         (9) 
 
Как известно, для расчета и моделирования колебаний любой системы 
на ЭВМ, прежде всего, необходимо уравнение ее движения привести к ма-
шинному виду. Машинная запись системы уравнений движения отрезных 
суппортов и резцедержателя трубоотрезного станка 91А25, составленная на 
основании выражений (9) и числовых значений параметров, приведенных в 
работах [1, 2], имеет следующий вид: 
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Для шпиндельной бабки трубоотрезного станка 91А38 получаем сле-
дующие машинные уравнения: 
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Дифференциальные уравнения движения ползуна поперечно-строгального 
станка, на основании данных, заимствованных из работы [1], имеют вид: 
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Первоначальное исследование пространственных колебаний станков, со-
гласно системы дифференциальных уравнений (9), проведено на АВМ. Окон-
чательное исследование выполнено путем решения дифференциальных урав-
нений (10-12) на ЭВМ. Определены сочетания параметров системы станка, 
обеспечивающие ей устойчивые пространственные колебания с наименьши-
ми амплитудами, влияние отдельных параметров системы на характер коле-
бательных процессов. 
В результате расчета на ЭЦВМ построены графики колебаний отрезных 
суппортов и резцедержателя трубоотрезного станка 91А25. Весьма сложную 
пространственную форму колебаний имеет резцедержатель трубоотрезного 
станка, закрепленный к заднему отрезному суппорту. Амплитуда колебаний 
режущей кромки в направлении оси z в зоне основного резонанса достигает до 
138мкм. Как видно из рисунка 3, амплитуда колебаний резцедержателя в облас-
тях первого и второго резонансов заметно уменьшается с увеличением значе-
ния коэффициента жесткости соединительных элементов в направлении оси z, а 
после достижения значения K=178·106Н·м-1 незначительно увеличивается.  
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Анализ колебаний суппорта трубоотрезных станков при его движении в 
направлении подачи режущего инструмента показывает, что одним из основ-
ных факторов, влияющих на уровень вибрации, являются демпфирующие ха-
рактеристики неподвижных стыков (см. рисунок 3). При этом немаловажную  
 
 
Рисунок 3 – Пространственные колебания резцедержателя трубоотрезного 
станка 91А25 при различных значениях коэффициента жесткости 
соединительных элементов в направлении оси Z 
 
Рисунок 4 – Пространственные колебания отрезного суппорта станка 91А25 при 
различных значениях коэффициента вязкого сопротивления в направлении оси Z 
20
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роль играют также изменения жесткости элементов соединения, изменение 
ориентации силы резания и точки её приложения. Изменение конструкций 
отрезных суппортов и расположения отрезных резцов по предложенной нами 
схеме оказывают положительное влияние на виброустойчивость трубоотрез-
ных станков. 
Теоретические и экспериментальные исследования и моделирования на 
ЭВМ показывают, что в металлорежущих станках из-за перекачки энергии 
между обобщенными координатами системы станка можно появления перио-
дических или почти периодических колебаний в зоне основного, суб- и супер-
гармонического резонансов, которые могут быть обнаружены только при не-
линейной постановке и решении подобных задач. 
 
Выводы:  
1. Несущие узлы машин совершают пространственные колебания, глав-
ной причиной которых является наличие нелинейных связей между упругой 
системой системы и рабочими процессами. 
2. Разработана и реализована методика исследования пространственных 
нелинейных колебаний несущих узлов машин; изучены условия возникнове-
ния, развития и взаимного влияния пространственных колебаний машин и 
критерий устойчивости движения в резонансных и нерезонансных режимах 
работы.  
3. Эффективными способами снижения интенсивности пространствен-
ных колебаний машин при резонансе для заданного уровня возбуждения яв-
ляются повышение жесткости, увеличение вязкого сопротивления и рас-
стройки частот системы. 
4. В металлорежущих станках из-за перекачки энергии между обобщен-
ными координатами системы станка возможны появления периодических или 
почти периодических колебаний в зоне основного суб- и супергармоническо-
го резонансов. 
5. Изучение пространственных колебаний машин в более строгой поста-
новке вырабатывает комплексный подход к исследованию их динамики тех-
нологии обработки и является реальной основой создания высокоэффектив-
ного оборудования, соответствующего современным требованиям техники. 
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